
Íèæå ïðåäñòàâëåíû èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è. Íå âñå çàäà÷è ìîè. Ïîñëå çàãîëîâêà
â ñêîáêàõ óêàçàíû ìàòåìàòèêè, êîòîðûì, ïî ìîåé èíôîðìàöèè, áûëî áû î÷åíü èíòå-
ðåñíî óçíàòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. ×àñòî îíè æå ÿâëÿþòñÿ àâòîðàìè, íî
íå âñåãäà. Ñâîþ ôàìèëèþ ÿ íå ïèøó, ò.ê. èíà÷å îíà áû âñòðå÷àëàñü ïîñëå êàæäîãî
çàãîëîâêà. ß ïûòàþñü ñëåäîâàòü ïðèíöèïó Â.È. Àðíîëüäà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ôîð-
ìóëèðóåòñÿ íå îáùèé âîïðîñ, à ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî âîïðîñà, îòâåò íà
êîòîðûé åùå íå èçâåñòåí.

Ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ â êâàäðèêè. (Ì. Ñêîïåíêîâ)

Çàäà÷à 1. Îïèñàòü âñå êâàäðàòè÷íûå ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà P3 â òðåõìåðíóþ êâàäðèêó.

Òðåõìåðíàÿ êâàäðèêà Q � ýòî ïîäìíîæåñòâî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà P4, çàäàííîå êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîåêòèâ-
íûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, è ÷òî êâàäðèêà Q
íåîñîáà. Òîãäà åå ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

x20 = x21 + · · ·+ x24.

â ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííîé ñèñòåìå îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò [x0 : · · · : x4]. Êâàä-
ðàòè÷íîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ÷åòâåðêîé îäíîðîäíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ϕ0, . . . , ϕ4 îò îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò [u0, u1, u2, u3] â ïðîñòðàíñòâå P3. Îáðàç
òî÷êè [u0, u1, u2, u3] ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé [x0 : · · · : x4], ó êîòîðîé
x0 = ϕ0(u0, u1, u2, u3), . . . , x4 = ϕ4(u0, u1, u2, u3). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà
íàõîæäåíèþ âñåõ ïÿòåðîê êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ϕ0, . . . , ϕ4, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

ϕ2
0 = ϕ2

1 + · · ·+ ϕ2
4. (1)

Â êà÷åñòâå ðàçìèíêè ìîæíî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ äâóìåðíîé êâàäðèêè.
Äâóìåðíóþ êâàäðèêó óäîáíî çàäàâàòü óðàâíåíèåì

x0x1 = x2x3.

×åòâåðêè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (x0, x1, x2, x3), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ,
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè 2×2. Êëþ÷åâîå ñîîáðàæåíèå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ëþáàÿ âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà 2× 2 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
âåêòîðîâ.
Óðàâíåíèå (1) � ýòî óðàâíåíèå íà ýëåìåíòû ñòåïåíè 2 â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ. Ìîæíî

ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ äðóãèõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.

Êóáè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå ïëàíàðèçàöèè. Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â P2, à f : U → P3 � äîñòàòî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå â ïëîñ-
êèå êðèâûå, ò.å. òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé L ⊂ P2 ìíîæåñòâî f(U ∩ L) ëåæèò â
íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïëàíàðèçàöèåé.

Çàäà÷à 2. Îïèñàòü âñå êóáè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå ïëàíàðèçàöèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðè-
çàöèåé: îíî ïåðåâîäèò ïðÿìûå â êîíèêè. Èìåþòñÿ ïðèìåðû êóáè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ
ïëàíàðèçàöèé. ß äîêàçàë, ÷òî âñå â íåêîòîðîì ñìûñëå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ïëà-
íàðèçàöèé ñâîäÿòñÿ ê êâàäðàòè÷íûì èëè êóáè÷åñêèì ðàöèîíàëüíûì îòîáðàæåíèÿì.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòàâèò òî÷êó â îïèñàíèè âñåõ ïëàíà-
ðèçàöèé.

Îêðóæíîñòè è ðàññëîåíèÿ Õîïôà. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå
î÷åíü ñëîæíàÿ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : RP 3 → S2 � äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,
ïåðåâîäÿùåå âñå ïðÿìûå â îêðóæíîñòè. Äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü), ÷òî f = M ◦
H ◦P , ãäå P : RP 3 → RP 3 � ïðîåêòèâíûé àâòîìîðôèçì, H : RP 3 → S2 � ðàññëîåíèå
Õîïôà, à M : S2 → S2 � ïðåîáðàçîâàíèå Ìåáèóñà.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî äîñòàòî÷íî ëåãêî âûâåñòè èç òåîðåìû À.Ã.
Õîâàíñêîãî ïðî îòîáðàæåíèÿ èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè â îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî ñôåðû, ïåðåâîäÿùèå îòðåçêè ïðÿìûõ â äóãè îêðóæíîñòåé. Âïðî÷åì, âîç-
ìîæíî, ýòîò ðåçóëüòàò åùå ïðîùå, ÷åì òåîðåìà À.Ã. Õîâàíñêîãî. Èíòåðåñíû òàêæå
àíàëîãè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êâàòåðíèîííîãî (RP 7 → S4) è îêòàâíîãî (RP 15 → S8)
ðàññëîåíèé Õîïôà. Â êâàòåðíèîííîì ñëó÷àå, ïî âñåé âèäèìîñòè, ìîæíî áûëî áû èñ-
ïîëüçîâàòü ìîþ òåîðåìó ïðî îòîáðàæåíèÿ èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ÷åòûðåõìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû, ïåðåâîäÿùèå îò-
ðåçêè ïðÿìûõ â äóãè îêðóæíîñòåé.

Ñîïðèêàñàþùèåñÿ àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. (Ý. Æèñ)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d â RP 2 çàâèñèò îò n(d) = (d+2)(d+1)
2 − 1 ïàðàìåò-

ðîâ. Áîëåå òîãî, ÷åðåç ëþáûå n(d) òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d (è òîëüêî îäíà â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Íà-
ïðèìåð, ÷åðåç ëþáûå n(1) = 2 òî÷êè ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ÷åðåç ëþáûå n(2) = 5 òî÷åê
ïðîõîäèò êîíèêà, ÷åðåç ëþáûå n(3) = 9 òî÷åê ïðîõîäèò êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ò.ä.
Ðàññìîòèì òåïåðü ãëàäêóþ êðèâóþ C íà ïëîñêîñòè, íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêóþ.

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ (c C) àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ â òî÷êå x ∈ C îïðåäåëÿåòñÿ êàê àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ Ax ñòåïåíè d, äëÿ êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ≥ n(d)-êðàòíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ Ax ñ C. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ Ax ïðîõîäèò ÷å-
ðåç n(d) áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê íà êðèâîé C. Íàïðèìåð, ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ñ C
â òî÷êå x îêðóæíîñòü � ýòî îêðóæíîñòü, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êðè-
âèçíû êðèâîé C â òî÷êå x, è ðàäèóñ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû. Òî÷êà
x ∈ C íàçûâàåòñÿ d-ýêñòàòè÷åñêîé, åñëè êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ Ax è C â x
ïðåâûøàåò n(d).

Çàäà÷à 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � äóãà ãëàäêîé êðèâîé, íå ñîäåðæàùàÿ d-
ýêñòàòè÷åñêèõ òî÷åê. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ñîïðèêàñàþùåñÿ ñ C àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå
ñòåïåíè d ðàçëè÷íû?

Ïðè d = 2 ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîïðèêàñàþùèåñÿ êîíèêè ñòðîãî
âëîæåíû äðóã â äðóãà (àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî ñîïðèêàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè
èçâåñòíî êàê òåîðåìà Òåéòà-Êíåçåðà). Ñîïðèêàñàþùèåñÿ îâàëû êóáè÷åñêèõ êðèâûõ
òîæå âëîæåíû, à âîò äëÿ êðèâûõ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ýòî óæå íå âåðíî.

Âíåøíèå áèëüÿðäû â òðåóãîëüíèêå íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. (Ñ. Òàáà÷-
íèêîâ)
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Âíåøíèé áèëüÿðä â òðåóãîëüíèêå ABC óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷èíàåì ñ
òî÷êè X, ëåæàùåé âíå òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîé ïðàâîé, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè X. Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
ýòî âåðøèíà A. Íà ïðÿìîé XA îòìåòèì òî÷êó Y ̸= X, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò òî÷-
êè A ñîâïàäàåò ñ äëèíîé îòðåçêà AX. Òî÷êà Y � îáðàç òî÷êè X ïðè îòîáðàæåíèè
áèëüÿðäà. Âíåøíèé áèëüÿðä â òðåóãîëüíèêå íà àôôèííîé ïëîñêîñòè íå î÷åíü èíòå-
ðåñåí, çàòî èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü âíåøíèå áèëüÿðäû íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå áèëüÿðäà ÷åðåç f . Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî âî âñåõ òî÷-
êàõ âíå òðåóãîëüíèêà ABC, íî íå âî âñåõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü J �
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, â êîòîðûõ èòåðàöèÿ f◦n íå
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé äëÿ íåêîòîðîãî n.

Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóþò ëè áëóæäàþùèå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J , òî
åñòü òàêèå êîìïîíåíòû Ω, ÷òî f◦n(Ω) ∩ Ω = ∅ äëÿ ëþáîãî n?

Çàäà÷à 6. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà Ω äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J îãðàíè÷åíà
ëèáî îêðóæíîñòüþ, ëèáî âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì?

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà À. Ïóøêàðü ñîäåðæèò ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè, à òàêæå äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë.

Ñïàðèâàíèÿ. (À. Ýïñòèí, Òàí Ëåé)
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå pc : C → C, çàäàííîå ôîðìóëîé pc(z) = z2+ c. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Kc çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà îòîáðàæåíèÿ pc, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê z, äëÿ êîòîðûõ pc(z) ̸→ ∞. Ýòî ìíîæåñòâî îáû÷íî èìååò ôðàêòàëüíóþ ãðàíèöó
Jc, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Æþëèà îòîáðàæåíèÿ pc. Åñëè ìíîæåñòâî Kc

ñâÿçíî, òî åãî äîïîëíåíèå Ωc = CP 1−Kc â ñôåðå Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòüþ. Åñëè, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Jc ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî îòîáðàæåíèå Ðèìàíà äëÿ Ωc

(òî åñòü êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó åäèíè÷íûì äèñêîì è ìíîæåñòâîì Ωc) ïðî-
äîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöó åäèíè÷íîãî äèñêà, ò.å. íà åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü, êîòîðóþ ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì R/Z. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò
îòîáðàæåíèå γc : R/Z → Jc, êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàþò ïåòëåé Êàðàòåîäîðè. Ïåòëÿ
Êàðàòåîäîðè îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: γc(2t) = pc ◦ γc(t).
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíà pc è pc′ ñî ñâÿçíûìè è ëîêàëüíî

ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè Æþëèà. Ââåäåì íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè Kc ⊔ Kc′ ìèíè-
ìàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ïðè êîòîðîì γc(t) ∼ γc′(−t) äëÿ âñåõ t ∈ R/Z.
Íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå Xc,c′ ïðîñòðàíñòâà Kc⊔Kc′ ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíò-
íîñòè îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ýê-
âèâàëåíòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà CP 1, ïîðîæäåííîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ñòå-
ïåíè 2. Äëÿ ýòîãî ïî êðàéíåé ìåðå íåîáõîäèìî, ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Xc,c′ áûëî ãîìåîìîðôíî ñôåðå.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü αc � ðàçäåëÿþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà â Kc, òî åñòü òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
pc(αc) = αc, è ïðè ýòîì Kc − {αc} íåñâÿçíî. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè αc íå ýêâèâàëåíòíî
αc′ , òî ïðîñòðàíñòâî Xc,c′ ãîìåîìîðôíî ñôåðå?

Ìû çäåñü, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî αc è αc′ ñóùåñòâóþò. Òîãäà îíè åäèíñòâåí-
íû. Èç òåîðåìû Ìýðè Ðèñ è Òàí Ëåé âûòåêàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé ñôîðìóëèðîâàííîãî
óòâåðæäåíèÿ.
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Ïàðàáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(z) = λz+z2, ãäå
λ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè q. Â ýòîì ñëó÷àå

f◦q(z) = z + azq+1 + . . . ,

ãäå òðîåòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé. Êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
ñòåïåíÿõ îò 2 äî q ðàâíû íóëþ! Ýòîò ôàêò î÷åíü ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè,
íî íåïðîñòî àëãåáðàè÷åñêè.

Çàäà÷à 8. Íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà a (â çàâèñèìîñòè îò λ).

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à èíòåðåñíà äëÿ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà λz + bz2 + z3. Â
ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò a áóäåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà b. Ýòà çàâèñèìîñòü, î÷åâèäíî,
ïîëèíîìèàëüíàÿ.

Äèíàìèêà íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé âåùåñòâåííîé ïëîñêî-

ñòè. (Ñ. Äóæèí)
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé:

Φa,b(x, y) =

(
y,

ya + yb

x

)
.

Çäåñü a è b � öåëûå (âîçìîæíî, îòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà. Â ýòîì ñåìåéñòâå ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ èíòåãðèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ, ò.å. òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòå-
ãðàë � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y), òàêàÿ, ÷òî F ◦Φa,b = F (Ñ.Â. Äóæèí). Êîìïüþ-
òåðíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå Ñ.Â. Äóæèíûì, ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñåìåéñòâå
òàêæå âñòðå÷àþòñÿ õàîòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå âûãëÿäÿò êàê èíòåãðèðóåìûå
âïëîòü äî ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ. Ýòî î÷åíü çàãàäî÷íîå ÿâëåíèå, óáåäèòåëüíî-
ãî îáúÿñíåíèÿ êîòîðîìó íå íàéäåíî.

Çàäà÷à 9. Èññëåäîâàòü, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è b, ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà îòîáðàæåíèÿ Φa,b: èíòåãðèðóåìîñòü, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü ïîâîðîòó â
îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü ïîâîðîòó â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè (x0, y0)
(Φa,b(x0, y0) = (x0, y0)) îçíà÷àåò íàëè÷èå îêðåñòíîñòè U ∋ (x0, y0) è ãîìåîìîðôèçìà h :
U → h(U) ⊂ R2, òàêèõ, ÷òî h◦Φa,b◦h−1 ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì (òàì, ãäå ýòî îòîáðàæåíèå
îïðåäåëåíî).

Óìíîæåíèå êâàòåðíèîííûõ ðåøåòîê. Ðàññìîòðèì ðåøåòêó L â C, ò.å. äèñêðåò-
íóþ ïîäãðóïïó àääèòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Z2. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ÷èñåë èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü ðåøåòêè L ñ òàêèì äîïîëíè-
òåëüíûì ñâîéñòâîì: |z|2 ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà z ∈ L. Áóäåì
íàçûâàòü òàêèå ðåøåòêè õîðîøèìè. Õîðîøèå ðåøåòêè ñîîòâåòñòâóþò áèíàðíûì êâàä-
ðàòè÷íûì ôîðìàì, ò.å. ôóíêöèÿì îò äâóõ öåëûõ ïåðåìåííûõ x, y âèäà ax2+bxy+cy2,
ãäå a, b, c ∈ Z. Òî÷íåå, ðåøåòêè íóæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé âîêðóã
0, à êâàäðàòè÷íûå ôîðìû äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, è ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê âèäà (x, y) 7→ (αx+ βy, γx+ δy), â êîòîðûõ
αδ − βγ = 1. Äèñêðèìèíàíò b2 − 4ac êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïëîùàäü ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âîçüìåì äâå ðåøåòêè L1 è L2 â C è èõ ïå-

ðåìíîæèì, ò.å. ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó L1L2 â C, ïîðîæäåííóþ âñåìè ïðîèçâåäåíèÿìè
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âèäà z1z2, ãäå z1 ∈ L1, z2 ∈ L2, òî ýòà ãðóïïà ñêîðåå âñåãî áóäåò âñþäó ïëîòíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì â C. Ãàóññ îáíàðóæèë òàêîé óäèâèòåëüíûé ôàêò: åñëè L1 è L2 � õîðîøèå
ðåøåòêè îäèíàêîâîãî äèñêðèìèíàíòà, òî L1L2 � òîæå ðåøåòêà. Íà ýòîì íàáëþäåíèè
îñíîâàíî îïðåäåëåíèå ãðóïïû êëàññîâ.
Î÷åíü ìàëî ÷òî èçâåñòíî ïðî ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Ãàóññà. Íàïðè-

ìåð, áûëî áû èíòåðåñíî ïîíÿòü, â êàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåìíîæàòü õîðîøèå ðåøåòêè
â ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ. Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíàÿ ðåøåòêà Z4 â ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ,
ñîñòîÿùàÿ èç êâàòåðíèîíîâ, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû öåëî÷èñëåííû, çàìêíóòà îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Êàêèå åùå áûâàþò ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ðåøåòîê äàåò ðåøåòêó?

Ìíîãî÷ëåí îáúåìà êîìáèíàòîðíîãî êóáà. Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê P , ïîëó-
÷åííûé èç d-ìåðíîãî êóáà íåáîëüøèì øåâåëåíèåì ãèïåðãðàíåé. Òàêèì îáðàçîì, ãè-
ïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P óæå íå ïåðïåíäèêóëÿðíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Îäíàêî ïî-
ïðåæíåìó èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíÿìè P è ãðàíÿìè
ñòàíäàðòíîãî êóáà, ïðè êîòîðîì ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíåé ïåðåõîäÿò â ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-
íåé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîãðàííèê P êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí êóáó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè ìíîãîãðàííèêà P , è
îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, . . . , h2d äëèíû âûñîò, îïóùåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ãèïåð-
ãðàíè ìíîãîãðàííèêà P . ×èñëà hi íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè ÷èñëàìè. Åñëè ìû íà÷íåì
ñìåùàòü êàæäóþ ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêà P òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîäåðæàùàÿ åå ãè-
ïåðïëîñêîñòü ïîäâåðãàåòñÿ ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó, òî îïîðíûå ÷èñëà áóäóò ìåíÿòü-
ñÿ, íî íèêàêèå óãëû â ìíîãîãðàííèêå P ìåíÿòüñÿ íå áóäóò. Ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
V (h1, . . . , h2d), âûðàæàþùóþ îáúåì ìíîãîãðàííèêà P êàê ôóêöèþ îò îïîðíûõ ÷èñåë.
Ýòà ôóíêöèÿ, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d, è ïîýòîìó
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îáúåìà.

Çàäà÷à 10. Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà îáúåìà êîìáèíàòîðíîãî êóáà, ò.å.
äëÿ ìíîãî÷ëåíà V (h1, . . . , h2d).

f-âåêòîð ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. (Â. Êèðè÷åíêî)
Ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü λ1 ≤ · · · ≤ λn íåóáûâàþùàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ò.å. öåëî÷èñëåííîå ðàçáèåíèå. Ïî êàæäîìó òàêîìó ðàçáèåíèþ

îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R
n(n−1)

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ui,j êîîðäèíàòû â

R
n(n−1)

2 � ìû èõ áóäåì íóìåðîâàòü ïàðàìè (i, j), â êîòîðûõ i ïðîáåãàåò öåëûå çíà-
÷åíèÿ îò 1 äî n − 1, à j ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n − i. Íåðàâåíñòâà, çàäàþùèå
ìíîãîãðàííèê Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöåé

λ1 λ2 λ3 . . . λn

u1,1 u1,2 . . . u1,n−1

u2,1 . . . u2,n−2

. . . . . .
un−2,1 un−2,2

un−1,1

(GZ)



6

â êîòîðîé êàæäàÿ òðîéêà ÷èñåë a, b, c, ïîìåùåííûõ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà

a b
c

ñâÿçàíà íåðàâåíñòâàìè a ≤ c ≤ b.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü Pλ � ìíîãîãðàííèê Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó
ðàçáèåíèþ λ = (λ1 ≤ · · · ≤ λn). Íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ fk(Pλ) � ÷èñëà k-ìåðíûõ
ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Pλ � èëè õîòÿ áû ñîîòíîøåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ.

Â ñòàòüå Ãóñåâà, Êèðè÷åíêî è Òèìîðèíà áûëî ïîëó÷åíî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íà
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, òî
åñòü äëÿ f0(Pλ). Ýòè ÷èñëà áûëè ÿâíî ïîñ÷èòàíû â ñëó÷àå, êîãäà λi ∈ {0, 1, 2} äëÿ
âñåõ i.


